
Niech D oznacza koÃlo x2 + (y − 1)2 ≤ 1, z = 0 i niech OP be‘dzie jego cie‘ciwa‘, gdzie
O = (0, 0, 0) i P = (xP , yP , 0).

A. Niech P ′ = (xP , yP ,
√

x2
P + y2

P ). Wtedy odcinki OP ′ ’wymiataja‘’ w przestrzeni
powierzchnie‘ o wzorze z = f(x, y) =

√
x2 + y2.

Obje‘tość bryÃly pod ta‘ powierzchnia‘ i nad D jest równa
∫ ∫

x2+(y−1)2≤1

f(x, y) dx dy.

Przechodza‘c do ukÃladu biegunowego, dostajemy
∫ ∫

x2+(y−1)2≤1

√
x2 + y2 dx dy =

∫ π

0

∫ 2 sin ϕ

0

r · r dr dϕ =
∫ π

0

8
3

sin3 ϕ dϕ =
32
9

.

B. Niech p oznacza póÃlokra‘g o średnicy OP leża‘cy w pólpÃlaszczyźnie y
x = yp

xp
, z ≥ 0.

Wtedy póÃlokre‘gi p ’wymiataja‘’ powierzchnie‘ o wzorze z = f(x, y) =
√

2y − x2 − y2.

Obje‘tość bryÃly pod ta‘ powierzchnia‘ i nad D jest równa
∫ ∫

x2+(y−1)2≤1

f(x, y) dx dy.

Przechodza‘c do ukÃladu biegunowego, dostajemy
∫ ∫

x2+(y−1)2≤1

√
2y − x2 − y2 dx dy =

∫ π

0

∫ 2 sin ϕ

0

√
2r sin ϕ− r2 · r dr dϕ =

=
∫ π

0

π

2
sin3 ϕ dϕ =

2
3
π.

Uwaga. Gdy D ma promień R, to uzyskane odpowiedzi należy pomnożyć przez R3.


